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Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem
EMTER verseny
Matematika tétel
2015. marcius 28.

e Minden tétel kotelezo;
e Hivatlabdl 10 pont szerezheto;
e Munkaid6 3 6ra;

I. Rész (30 pont)
1. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan x,y € R valds szamot, amelyre

522 + 10y? — 122y — 62 — 4y + 13 < 0.
2. Hatérozzuk meg az f: [-1,4] — R, f(z) = 2® — 4z fiiggvény értékeinek a halmazét.

3. Hény racionalis tagja van a (2 + v/3)'% kifejezés binomidlis kifejtésének?
4. Hatéarozzuk meg az A(5,6) pont d; : 2z —y — 2 = 0 egyenesre esé vetiiletét.
5. Oldjuk meg a log3(2z — 1)? — 3log;(2z — 1) — 1 = 0 egyenletet.

6. Az ABC héromszog teriilete /48 cm? . Igazoljuk, hogy a hdromszog keriilete legaldbb 12 cm.
II. Rész (30 pont)
1. Adott a kovetkezd matrixhalmaz

M:{(_z )] x,yeR}.

a) Van-e olyan A métrix az M halmazban, amely esetén det(A) = 17
b) Igaz-e, hogy az M halmaz minden invertdlhaté elemének az inverze is M-hez tartozik?
¢) Igazoljuk, hogy az (M+,-) kommutativ test, amely izomorf a (C,+, ) komplex szdmok kom-

mutativ testével.
d) Hatarozzuk meg az

3 2
=(25)

11

4 _
x=( 1)
egyenletet.

III. Rész (30 pont)

1. Az (I,),>1 sorozatot az I, = fol(x — 2?)"sin(nx)dx képlettel értelmezziik.
a) Igazoljuk, hogy az (I,,),>1 sorozat csokkend.

matrix n-edik hatvanyat.
e) Oldjuk meg

b) Szémitsuk ki I;-et.
¢) Igazoljuk, hogy

1
I, = 2/ (z — )" sin(rx)da.
0
d) Igazoljuk, hogy

1 1
2 1 " 1—-+v1—-4
/2(:10 — 23" sin(rx)dr = /4 ~ Y g (W—u) du.
0 o V1—4u 2

e) Felhasznélva a c) és d) pontokat bizonyitsuk be, hogy nh_g)lo 4", = 0.



1. MEGOLDASOK

I. Rész
1. Rendezziik az egyenlOtlenséget x hatvanyai szerint.

522 — 62(2y + 1) + 10y* — 4y + 13 < 0.
Ekkor
A = 1449° + 144y + 36 — 200y + 80y — 260 = —56(y — 2)*
Tehat csak akkor van olyan x, amely teljesiti az egyenltlenséget, ha
A = —56(y —2)* > 0.

Ebbodl az kovetkezik, hogy y = 2 és x = 3.
2. Az f fiiggvény szigorian csokkend a [—1, 2] intervallumon és szigortian névekvo a [2, 4] intervallumon.

min, f(@) = /(2) = =4 & max_ f(z) = max{f(~1), f(4)} =5.

x6[71,4] 174]

Ami pontosan azt jelenti, hogy Im(f) = [—4, 5].
3. Felhasznalva a kifejtés altalnaso tagjara ismert képletet:

100 — £

Thpy = Ck210k355 ¢ 7 o €l o2k k=2

k€ {0,2,4,...,100}. Thehét 51 raciondlis tag van.

4. Jelolje az A vetiiletét di-re B. Az mg,mg, = —1 merdlegességi feltételbdl az kovetkezik, hogy az A
ponton athalado, d;-re merdleges egyenes iranytényezdje mgy, = —%. Az A ponton athaladé, di-re meréleges
egyenes egyenlete

1
y—6:—§(1:—5).
Mivel d; Ndy = {B}, kévetkezik, hogy a a vetiilet koordinatéi az

20 —y—2=0
r+2y—7=0
egyenlet megolddsai az az B(%,9).
5. Az egyenlet értelmezési tartomanya D = (%,

hasznalva az egyenlet a kovetkezd alakba irhaté:

442 =3t —1=0,

00). Bevezetjitk a t = logs(2x — 1) jelolést. A jelolést

melynek a gyokei t; =1, ¢ = %‘. Kovetkezik, hogy

IL’1:2, To =

6. A Héron képletébdl kovetkezik, hogy
48
(p=a)p=b)(p—c) =~

A szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlétlenség alapjan

<(p—a)+(p—b)+(p—6)
3
p4
§248(:)p26(:)a+b+0212.

) 2 r-ae-bp—a =

I1. Rész
1. a) Vildgos, hogy a kovetkezé matrix teljesiti a kért feltételeket:

s
I
7N
|
Mlawh_l

N N



2

X

b) Ha az A = ( Z ) akkor direkt széamolds 1tjan vildgos, hogy A™! = ( S

22492
pontosan azt jelenti, hogy A= € M.
c) Egyszerii ellenérizni, hogy f: C — M,

ﬂxmmz(x y)eM

egy olyan fliggvény, amely bijektiv és teljesiti a morfizmus feltételeit:
f(z1+ 22) = f(21) + f(22), (V)z1,22 € C,
f(z122) = f(21)f(22), (V)21,22 € C.

d) Az f fliggvény értelmezése alapjan

. 3 2

f(B3+2) = ( 9 3 )
Mivel f izomorfizmus kovetkezik, hogy
(3 2\" v [ Re(3+2))"  Im(3+2i)"
AT = ( 2 3 ) = J(B+207) = ( —Tm(3+2)" Re(3+2i)" )

e) A matrixegyenletet szintén az izomorfizmus segitségével oldjuk meg. Legyen

_( T Y

X_<zt)

Az egyenletet megszorozzuk jobbrol és balrél X —el és azt kapjuk, hogy

o)== ()05 )

Innen egyszertien kovetkezik, hogy x =t,2 = —y, azaz

X:(g/g)
e (4 1)

egynlet mindkét oldalan all6 métrix az M osztalyhoz tartozik. Legyen f(z) = X.

X4:<_11 }>:>z4:f‘1(X4>:f‘l((_11 1)):1“.

A z* =1+ i egyenlet megoldésai

Innen az kovetkezik, hogy X € M és igy az

Thehat a matrixegyenlet megoldédsai

1 w+8km L . r48krw
Xk - < 2850'8 7r%l-68k7r 2; o w—&gkw ) ’ k=0,3.
—28 sin == 28 cos e

IIT Rész
1.a) Vilagos a kovetkez$ egyenlStlenség: (x — z%)"* < (z — 2?)", (V)z € [0, 1] azaz

(z — )" sin(nz) < (v — 2*)"sin(rx), (V)z € [0,1].

Ekkor integralva a fenti egyenlotlenség mindkét oldalat:

1 1
/ (z — 2®)"sin(nz)dr < / (z — 2®)" sin(ra)dr. = Ly < 1.
0 0

x2 +y2
X

2 +y2

).Ami



b) A pacioldlis integralds médszere alapjan:

n— /Ol(g; %) sin(rx)de = — /01@; _ ) (M)'dl«

™

= —(z —12°) <C0$(7Tx)> ‘1 + /01(1 — 2x) (Cos(ms)>dx

= [(a-20 (PG o= - 20 (PG| - [ -2)(PG a
(-2 )cos( x) |t is

¢) A hatdrozott integrélok tulaJdonsagal alapjan:

1 L 1
I, = / (x — )" sin(rx)dr = /2 (z — )" sin(rx)dw + / (z — 2*)" sin(mx)dx
0 0 1
A masodik integralban az x = 1 — t helyettesitést alkalmazzuk.
>

I, = /O(x — )" sin(rx)dw + [ (t —t*)"sin(r — 7t)(—dt)

[

_ /0 (x — 2)" sin(ma)dz + /0 () sin(rt)it

N

9 /0 (z — 22)" sin(7z)dz.

d) Legyen u =  — 22, = € [0,1] innen az kovetkezik, hogy = = =22 (Az f : [0, 0,3, f(u) =
V=2 fiiggvény bijektiv)). Ekkor I, = 2 foé (z—2%)" sin(rz)dx integrélban az 2 = == helyettesftést
alkalmazzuk, dr = \/ll—Tudu'

—

,_. [N
i

1 n 1—-v1-—-4
(1.1) I, = 2/4 v sin (W—u>du.
o VvV ]_ — 4u 2
e) Felhasznélva a fenti (1.1) egyenlStlens eget, kapjuk a kovetkezoket:
T 1-i—4
OSMQ:2%H/‘ “ gn@ “yz<2%H/ du.
o V1—4u 2 «/1——4u

Az utolsé integralban az u = }lsin2 v helyettesitést végezziik el, igy megkapva a kovetkezot:

n B 2n — 1) T
0<4"l, < 22”+1/ u—du = 2/ sin?™ vdv = 7T( < .
= = o V1—4du 0 (2n)!! V2n +1

Tehat T

0<4"], < —— |
= = Von+1

ami a fogotétel alapjan pontosan azt jelenti, hogy

lim 471, = 0.

n—o0



	1. Megoldások

