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Matematika tétel
2016. aprilis 2.

e Minden tétel kotelezo;
e Hivatlabdl 10 pont szerezhetd;
e Munkaid6 3 6ra;

I. Rész (50 pont)

1. Hatérozzuk meg az 6sszes olyan m € R valés paramétert, amelyre az 5mz? — (2m+1)z —m+3 =0
egyenlet egyik gyoke negativ és a masik pozitiv.

2. (a) Igazoljuk, hogy (1 + v/2)'% 4 (1 — v/2)'% egy paros természetes szam.
(b) Igazoljuk, hogy 0 < (1 — v/2)1%° < L.
(¢) Az eldz6 két pont felhaszndldsaval bizonyitsuk be, hogy [(1 -+ \/5)100] egy paratlan természetes

szdm, ahol [a] az a szdm egészrészét jeloli.

3. Egy tartalyt egy csap két ora alatt tolt meg. Egy masik csap ugyanazt a tartalyt négy oéra alatt
tolti meg. Mennyi id6 alatt telik meg a tartaly, ha mindkét csapon folyik a viz?

4. Egy dobozban 5 fehér és 11 fekete golyd van. Kivesziink talalomra harmat. Mi a valészintisége,
hogy az egyik fehér és a masik kettd fekete?

5. Ossze lehet-e dllitani 1 x 1-es és 2 x 2-es négyzetekbdl egy nagyobb négyzetet gy, hogy a felhasznalt
kétféle négyzet egytittes szdma 20157

II. Rész (20 pont)

1. Adott a kovetkezé matrixhalmaz G = { ( :8 ?i ) ‘ z,y eER, x> O}.

(a) Igazoljuk, hogy ha A, B € G, akkor AB € G.
eressiink GG-ben két olyan C és D matrixot, amely esetén .
b) K k G-ben két ol C és D ma | ‘n C'D # DC
(c) Ha A € G, akkor bizonyitsuk be, hogy I, — A+ A? € G.
juk meg G-ben az X" = B egyenletet.
) Oldjuk meg G-ben az X = (2 210" 1) I
)

(e) Hatérozzuk meg n € N-et ha
11 1 2 1 n\ (1 2016
0 1 o1/)°\o 1) \0 1 ’

n

III. Rész (20 pont)

1
1. Az (I,)n>1 sorozatot az I, = /
0

(a) Szamitsuk ki Iy értékét.
(b) Szamitsuk ki a lim [, hatérértéket.

n—oo

ﬁdl’ képlettel értelmezzik.
T T



MEGOLDASOK

I. Rész

1. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az (5m — 1)z* — (2m + 1)z — m + 3 = 0 egyenletnek
egyik gyoke negativ és a mdsik pozitiv legyen az, hogy P = ¢ = 53;11”1 < 0. Innen azt kapjuk, hogy
m € (—oo, +) U[3,00).

2. Felhaszndalva a Newton binomidlis tételét:

(a)

100 100 50
(1+ \/5)100 +(1- \/5)100 - Z Cfoo(\/i>k + Z Cfoo(_l)k(\/i>k - 22 012(11602’6 =2p
k=0 k=0 k=0

(b)
1 1 1

< < —
(1++/2)100 " 10% 100

0< (1—+2)10=
(c) Vildgos, hogy

(1+v2)' P =2p - (1-v2)' P =2p-1+[1-(1-v2)"]

Figyelembe véve, hogy
0<[1—(1-v2)'" <1
kapjuk, hogy
[(1+v2)!] =2p —1,

ami pontosan a kért allitas.

3. Legyen a tartély térfogata nf. Az elsd csapbdl egy dra alatt 5/ viz folyik a médsodik csapon /. Ha ¢
ora alatt telik meg a tartdly a két csapon, az kovetkezik, hogy

A

2 4
vagyis
4
t==h.
3
Tehat a tartaly egy ora, hiusz perc alatt telik meg, ha mind a két csapon folyik a viz.
4. A kedvezd esetek szdma CiC%, az Osszes esetek szama C3;, amibdl az kovetkezik, hogy a keresett
valoszintiiség
Ce

5. Tegyiik fel, hogy ez megvaldsithato. Ekkor legyen d a 2 x 2 négyzetek szama, 2015 —d az 1 x 1 négyzetek
szama. Ekkor a teriiletek alapjan

4d + 2015 —d = a®, ahol a € N.

Azaz
3(d+ 671) + 2 = a*.
Ami nem lehetséges, mert négyzetszam 3-mal valé osztasi maradéka nem lehet 2, ellentmondas. Tehat

nem valésithaté meg ez a szerkesztés.

I1. Rész
1.

(a) Tekintsiik az A = (
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i ) matrixokat. Ekkor vildgos, hogy
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0
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(b) Valasszuk a C, D matrixokat a kdvetkezéképpen: C' = ( (1) ? ), D

3 6 3 1
o (20) (210 e
2
o [ zy+ty
oo (),

2 _
12—A+A2:(x z+1 xy)eG,

(c) Vilagos, hogy

Tehat

0 1

mivel az 22 —x + 1 = (x—%)2+% > 0.
(d) Felhaszndlva az eddigi szamoldsokat

Ugyanakkor

) . Ekkor

A3:A2_A:<:r2 wy+y>_(x y):<x3 x2y+wy+y>'

0 1 0 1

A matematikai indukcié médszerével belathato, hogy

0

. < z" x”_1y+x”_2y+...+xy+y)

0 1

Ekkor vildgos, hogy = 2. Mivel 27! + .. + 2+ 1 = 2" — 1, ezért y = 2016.

(e) Egyszerli szamoléssal belathato, hogy

(oi)(o1)=(o"")

Azaz

11 1 2 1 n _ (1 neth
o1)lo1)~\o1)"\o 1

Tehat, elgégséges megoldanunk az

n(n—+1) — 92016
2
egyenletet, melynek természetes megoldéasa 63.
I11. Rész
1.

(a) Vilagos, hogy

1 1 1 1 2 2r + 1
Z—dx = ngx = —arctg
o o el o (#+3) +3 3 2v3

(b) Felhasznalva, hogy

n

< ——<z2", Vrelll]

STrag2 s Vel
vildgos, hogy

1 xn 1 1

OS/—de/x"dx: )

o 1+z+2? 0 n+1

Ekkor
lim I, = 0.

n—0o0
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