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Matematika tétel

Hivatalbol 10 pont jar. Munkaidé 3 ora.

I. Tétel (30 pont)

1. (6 pont) Rendezziik névekvs sorrendbe a kovetkezd szamokat:

1 nN\* [ 27
= logi8, [ —= Sty
p 108 ( 2) Ve

- = - =
2. (6 pont) Adott az @ =24 +aj és ¥ = (54a)i +27 vektorok. Hatdrozzuk meg az a € R értékét,
amelyre az W és U vektorok merdGlegesek egymasra.

3. (6 pont) Ha z € (0,%) és cosz = £ akkor szémitsuk ki cos(m — ) értéket.
4. (6 pont) Adottak az A, (2",3") pontok, n € N. Hatarozzuk meg az As, Aoy 1oAoni4 hiromszog tertiltét!
5. (6 pont) Hatérozzuk meg az a € R értékeit amelyre az f : R — R, f (z) = 23 +ax+1, fiiggvény injektiv!
I1. Tétel (30 pont)

1. (10 pont) Legyen X = < CCL Z

) € Ms(R). Igazoljuk, hogy
X?—(a+d)X + (ad — be)Iy = Os.

2. (5 pont) Ha X € M5(R), amelyre det(X) = 0, akkor szamitsuk ki X™ matrixot.

3. (10 pont) Oldjuk meg a kévetkezs matrixegyenletet az Mo(R) halmazon:
N A
=5 )

3 _01 ) egyenletnek az Ms(Q) halmazon, ha n > 27

4. (5 pont) Van-e megoldasa az X" = ( 0
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ITI. Tétel (30 pont)
1. (15 pont) Legyen f: (—1,1)\ {0} — R, fiiggvény

V1 —22-arcsinz — z
V1—a22. (arcsin2 T+ x2) .

(a) (5 pont) Hosszabitsuk meg folytonosan az f fiiggvényt az x = 0 pontban.

fz) =

(b) (10 pont) Hatarozzuk meg f primitiv fiiggvényeit.
2. (15 pont)

(a) (5 pont) Tekintsiik az f, : (0, +00) = R, fo(z) =2 —za+a—1, a € (0,1) fiiggvényt. Szamitsuk
ki az f, derivaltjat.

(b) (5 pont) Legyen « € (0,1). Ekkor igazoljuk, hogy minden = > 0 esetén
*<1—a+ za.
(¢) (5 pont) Bizonyitsuk be, hogy ha z,y € (0,1) akkor

¥ 4+ Yyt <2-—2xy (1 —/zy).
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Megoldasok

I. Tétel (30 pont)

1. Egyszert szamitasok alapjan a kovetkez6t kapjuk

N

[ 27 1\°® 1
] v —= - -,
og%8 < o1 < ( 2) < 5

Az @ és U akkor és csakis akkor mer6legesek egymasra, ha (i, ¥) = 0, ahol (-, -) a skalaris szorzatot jeloli.
Tehat a merdlegesség feltétele az, hogy 2 (5 + a) + a - 2 = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy a = —2.

Ismeretes, hogy cos(m — x) = — cos(z), tehét a keresett érték —3.
A haromszog teriilete megadhato a kovetkezéféleképpen
2 3 1 1

1
T==|| 27 371 1 || =-2".3".60.
2n+2 3n+2 1 2

Mivel az f egy polinom fiiggvény, ezért folytonos, tehat akkor és csakis akkor injektiv ha monoton. Az f
akkor és csakis akkor monoton, ha f’ elgjeltart. Mivel f-nek minimuma van, ezért f () = 322 +a > 0
kell teljesiiljon minden = € R-re. Innen kovetkezik, hogy a € [0, 00).

I1. Tétel (30 pont)

a b

1. Egyszeri szamitasokkal ellenérizhetd, hogy ha X = ( . d ) € Ms(R), akkor

X? = (a+d)X + (ad — be) Iy = Os.

2. Felhasznélva a Cayley Hamilton Osszefiiggést (lasd 1 feladat) azt kapjuk, hogy

X?=(a+d)X, X*=(a+d>*X, ...,

azaz

X"=(a+d)" X,

3. Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon szerepld matrix determinansa 0. Ekkor felhasznélva a 2 feladatot

kapjuk, hogy
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Tehat .
(a+d)" =16, a+d=167.

Azaz .
(a+d)" =16 =k

_ 4 p_6 ._8 g_ 16
Ekkora =7, b=, c=2, d= 7.

4. Mivel X" = (a +d)"' - X, ezért azt kapjuk, hogy

a-(a+d)" =3,
b-(a+d)"t=-1
c-(a+d)1=0
d-(a+d)"1=0

Az els6 és az utoso egyenletet dsszeadva kapjuk, hogy a - (a +d)" ' +d - (a +d)" ' = (a + d)" = 3.
Tehat a +d = \"/g, ami viszont nem egy racionélis szam ha n > 2.

ITI. Tétel (30 pont)
1. (a) A L’Hospital szabaly segitségével belathato, hogy

V1 —22arcsine — V1 —2%2arcsine —

lim = lim =0.

/0 4/1 — 22 [arcsin2 T + xﬂ N0 /1 — 22 [arcsin2 T+ :132}

Ekkor a fiiggvény meghosszabithatd az = 0 pontban a kovetkezéképpen:

V1—22arcsinz—2x
- x#0
f(l‘) = { V1—x? [arcsm2 z-i,-g:?] %

0 x = 0.
(b) Integraljunk eloszér a (0, 1) intervallumon. Elvégezve az x = sint valtozocserét

V1 —z2arcsiny — x d / tcost —sint
aj =
V1 — 2?2 [arcsin® z + 2?] cos t(sin®t + 12)

tcost —sint
sin® ¢ + t2
t(sint) — t'sint 1
:/ (sint) sint ___
12 1+(smt)

t
sint’ 1
:/( t ) sint 2dt
L+ (5)
sint
= arctg (T)

cos tdt
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(b)

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem
Marosvasarhelyi Kar

Ekkor

arctg (=%—) + ¢ x€(0,1)

arcsin x

F(x) =< cy r=0
arctg (=2—) +¢3 € (—1,0).

arcsin x

A folytonossagi feltételek alapjan ¢; = c3 = cy — 7.

Vilagos, hogy az f, fliggvény derivalhato és derivéltja a kivetkez6képpen adhatoé meg:

fi(z) = ar* ! —a.

Felhasznélva az el6z6 pontban bevezetett fiiggvényt, az adott egyenlGtlenség a kdvetkezdre re-
dukalodik:
falz) <0.

Mivel f, fliggvény maximumat az 1 pontban éri el, ezért az igazoland6 egyenlStlenséget kapjuk.
Felhasznaljuk az el6z6 két pontban igazolt egyenldtlenséget (vegyiik észre z,y € (0,1)):

2y <1—y+ay
és

Yy <1—x+xy.

Osszeadva
' +y" <2—(x+y)+2zy.

A szamtani és mértani egyenlGtlenség alapjan

T4y 2> 2y/xy,

azaz
4yt <2—(r+y)+ 22y <2—-2/xy+2xy =2 — 2/zy(1 — /xy).
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