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e Minden tétel kotelezo;
e Hivatalbdl 10 pont szerezhetd;

e Munkaidé6 3 ora;

I. Rész (30 pont)
1. Adottak az A (—3,5), B(2,4) pontok.

(a) Szamitsd ki az A pont B-re vonatkozé szimmetrikusanak koordinatait!

Megoldas. Ha C (z¢,yc) a keresett pont, akkor xp = %,ytg = % ahon-
nan C(7,3)
(b) Szamitsd ki az AB egyenes meredekségét (irdnytényezdjét)!
- _ YyB—ya __ _ 1
Megoldas. map = YEiA = —3

(¢) Szémitsd ki az AOB haromszog kertiletét!

Megoldas. AB = d(A,B) = \/(xA —25)° 4 (ya —yp)” = V26. Kerape =
V26 + 34+ v20

(d) Igazold, hogy /@L?,ahol T =27 + 107 :
Megoldas. AB =57 — 7, ahonnan AB - T = 5.2 + 10 - (=1) = 0, vagyis
ABLY

2. Oldd meg a valds szamok halmazan a 9% + 18 = 11 - 3* egyenletet!
Megoldas. 3% = t, tehat 1> — 11t + 18 = 0, ¢, = 9, ts = 2. = 3° = 0.7, = 2 és 3° = 2,
x9 = logs 2
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3. Szamitsd ki annak a valdsziniiségét, hogy ha n € {1,2,3,4,5}, akkor 3" + 4™ > 5" .

Megoldas. (%)n +1 > (;51)” a baloldalon 1év6 fiiggvény csokkeno, mig a jobbolda-

lon névekvo, és n = 2.-re fenndll az egyenléség. Tehdt az egyetlen megoldésa az
egyenlGtlenségnek n =1 = P = %



4. Szamitsd ki az x € (0, 7), értékét ha
sin (2z) + 6 cos (x) —sin (z) — 3 = 0.

Megoldas. 2sin (x) cos (z) + 6 cos (x) —sin (x) — 3 = (sinz + 3) (2cosz — 1) ahonnan

— 14 -z
COST =3 €s o = 3

II. Rész (30 pont)
1. Adottak a matrixok:

12 10 0 0
(i) e (7)o (o)

ésaz f: My (R) - My (R), f(X)=AX — XA fiiggvény.

(a) Szamitsd ki az A méatrix determindnsét és rangjat!
Megoldas. det A =1, rangA = 2

(b) Szamitsd ki f (1) és f (Oz) matrixokat!
Megoldas. f (Iy) = f(O3) = O

(c) Igazold, hogy f (aX) =af (X), VX € M5 (R) és Va € R!
Megoldas. Ellenorzés.

(d) Igazold, hogy f(X +Y)=f(X)+ f(Y),VX,Y € My (R) !
Megoldas. Ellentrzés.

(e) Igazold, hogy f nem injektiv és nem sziirjektiv!

Megoldéas. I, # O de f(Iy) = f(O,), tehat f nem injektiv. Az f(X) =
AX — X A métrix nyoma: Tr (AX — XA) = 0, tehdt az [, matrixot nem lehet
elééllitani = f nem sziirjektiv.

(f) Igazold, hogy f(X)+ f(Y) # I, VX, Y € M5 (R)!
Megoldas. f(X)+f(Y)=f(X +Y) ésaz (e) alpontbdl kovetkezik, hogy # I5.

ITI. Rész (30 pont)

Adott az f : [0,00) = R, f(z) = $& fiiggvény és értelmezziik az (ay),>, sorozatot:
ani1 = f(an),n € N*, ay = 2.
1. Szamitsd ki f’ (z), x € (0,00) és tanulmanyozd az f monotonitasat!

Megoldas. f'(x) = ﬁ > 0 tehdt f mon. névekvd Vz € (0, 00)

2. Igazold, hogy f (z) < +/z, Va € [0,00) .
Megoldas. Az egyenldtlenség ekvivalens 2,z < 2 +1 < (Vi —1)> > 0, Vz €
[0, 00)

3. Igazold, hogy fol fx)de < 2.
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Megoldas. Az elébbi alpontbdl fol f(z)de < fol Vade =455 =2
2

4. Add meg az (a,) sorozat elsé négy tagjat!
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Megoldas. a1 =2, ap = f(a1) = 3, a3 = f (a2) = &, as = [ (a3) = 12

5. Igazold, hogy (a,) monoton csokkend!

Megoldas. Indukci6 1 < a, < 2. 2 = an2+1 < 2 =1 tehat (a,) mon. csokkend.

6. Igazold, hogy a, = % Vn € N*és szamitsd ki a lim a,, hatarértéket!
n—0o0

Megoldas. Indukcié. lim a,=1

n—o0



